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Les deux problèmes (A et B) doiuent être considérés comme indépendants. En particulier; les résultats prou-
ués dans I'un d'entre eux ne peuuent être utilisés dans l'autre. Libre choix est laissé au candidat de les traiter
ou non dans I'ordre, mais il est attendu que les deux problèmes soient traités.

PnosrÈNrr A

Notations et rappels

. Soit n > I un entier. On munit Rn (respectivement C") de la norme euclidienne (respectivement

hermitienne) usuelle notée I l.
. Dans toute la suite, K désignera le corps R des nombres réels ou le corps C des nombres com-

plexes.
. Soient Mn (K) I'espace vectoriel des matrices carrées de taille n sur K muni de la topologie induite

parlanorme ll ll définie par llMll = sup{lMul I ueKn,lzl < 1} pourtout M e K et GIn(K) le groupe
des matrices inversibles dans Mn(K). On écrira .I pour la matrice identité de GIr(K).

o On notera tM la transposée d'une matrice de MnK).
. On rappelle qu'un sous-ensemble ,FI d'un espace topologique X est appelé discret si, pour tout

x e H, il existe unvoisinage V de r tel que V nH = {x}. Il est dit connexe, s'il n'est pas la réunion de
deux ouverts non vides disjoints. On munira par ailleurs tout sous-ensemble de X de la topologie
induite.

. Enfin on appellera matrice exponentielle de M , notée exp (M), la matrice suivante :

2Mi
exp(lro= L _.

i=0 Li

I. Préliminaires:

A.l. Montrer que exp(M est bien définie pour toute matrice M (c'est à dire que la série est conver-
gente) puis que I'application M - exp(M est une application continue de Mr(K) dans Mn(K).

A.2. (a) Soient Aet B deux matrices de Mn(K) qui commutent entre elles.

Montrer l'égalité exp(A + B) = exp(A) exp(B) et donner une expression de exp(kA) pour k e N.

(b) En déduire que pour tout M e Mr(K), on a exp(M e GI,(K).
A.3. (a) Pour tout I e N, montrer que M * Mi estde classe '€r sur Mr(K) et donner sa différentielle.

(b) Montrer que M- exp(llf) est de classe €r sur Mr(K).
(c) Montrer que cette différentielle en 0 est I'application identité sur Mr(K).

A.4. Déduire des questions précédentes qu'il existe un ouvert U de la matrice nulle dans Mr(K) tel
que la restriction de exp à U soit un'€r difféomorphisme sur un ouvert V de I dans GI,(K). On
notera log: V - Mn(K) l'application inverse de exp sur V. Donner la valeur de la différentielle de
log en la matrice identité.

4.5. Soient M et N deuxmatrices de Mr(K).
(a) Montrer que tout réel f positif suffisamment petit, on a

log(exp (rMl expg4) = (tfm *M + ra1rl)

où ll?(r)ll - 0 lorsque f tend vers 0 parvaleurs supérieures.

(b) En déduire que

lim
)-k-+oo
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II. Sous-groupes de GI,(K) et topologie

Soit G un sous-groupe de GIn(K). On munit GIn(K) et ses sous-groupes de la topologie induite par
M"(K).

A.6. Soit MeGL"(K).Démontrerquel'application lu:GLn(K) - GI,(K) donnée par (u(N)= MN
pour tout N e GIn(K) est un homéomorphisme.

A.7. (a) Démontrer que si G est ouvert dans Mr(K), alors G est aussi fermé dans Mn(K).
Indication : On pourra montrer que Ie complémentaire Gc de G uérifie Gc = U ( u(G).

MeGI,,(K)\G

(b) La réciproque est-elle waie ?

A.8. (a) Montrer que pour tout R e Mn(K) tel que llRll < f , on a (1- R) e GIr(K) et exprimer (1- R)-1
comme une série convergente en R.

(b) En déduire que GI,(K) est un ouvert de Mr(K) et que M - M-r est un homéomorphisme de

GIn(K).

A.9. Soit Vunvoisinageouvertde ldans Gtelque V-r - Voù V-l =llv[-r I MeVl.
(a) Montrer I'existence d'un tel ouvert V.

(b) Montrerquepourtoutn€N*,siVn=1Mt...MnlMieV,Vl<i=n],alorsVnestouvert.
(c) On note G6 = Un't Vn. Montrer que G6 est un sous-groupe ouvert de G et que Gs = G lorsque

G est connexe.

A. 10. On suppose maintenant que G connexe et on note Z le centre de G. Pour tout N € G, on considère
I'application Vw:G - G définie parqr..r(M - N-rM-r NM.
(a) Vérifier gue V N est continue.

(b) Soit Il un sous-groupe distingué et discret de G. Montrer que fl est contenu dans Z.
Indication : On pourra commencer par uérifier que pour tous N et Nt dans H, on a!/ w(G) c H
ety-n] 11w'11 ouuert dans G.

(c) onsuppose que Z estdiscret. MontrerquepourtoutNe G, si qtxlc)c Z alors N eZ.En
déduire que le centre de Gl Z est réduit à son élément neutre.

III. Cas des sous-groupes fermés

On suppose maintenant que le sous-groupe G c GI,(K) est fermé dans Glr(K).
A.11. Montrer que I'ensemble

L6=lM eMn(K) lVt€R, exp(t@ecl

est un sous-espace vectoriel réelde Mr(K).

4.12. Soit Dr(K) le sous-ensemble des matrices diagonales inversibles de Mn(K).

(a) Montrer que Dn(K) est un sous-groupe fermé de GIr(K).
(b) Identifier l,ong<).

A.13. Soit Sl I'ensemble des nombres complexes de module 1.

(a) Démontrer que Sl est un sous-groupe fermé de GIr (C) ! C* et identifier le sous-espace vec-
toriel I.çr.

(b) Donner un isomorphisme de groupes qui soit de plus un homéomorphisme de ,Sl dans un
sous-groupe fermé de GIzG).

A.14. Soit On(K) - |M e M"(K) ltMM = 11.

(a) Démontrer que Or(K) est un sous-groupe fermé de GIn(K).
(b) Démontrer que si M e Lo,(K), alors M est antiqrmétrique :tM = -M. Identifier 16n16,y.

A.15. On suppose K = C. Est-ce que 16 est nécessairement un C-sous-espace vectoriel ?

>:(



PnoeIÈIVIE B

Notations et rappels

. Pour n € N*, on note lxl la norme euclidienne canonique d'un vecteur x de Rn.

. Pour n et k dans N*, on note M",,t(R) I'espace des matrices réelles de taille n x k, muni de la norme
d'opérateur usuelle

llMll=.rp{1v"1, x€Rk, Irl= r} , M€M,,r,(R).

IJespace des matrices carrés de taille n sera simplement noté Mn(R), et les éléments de Rn seront
identifiés à des matrices colonnes de taille n x 1.

. On notera tM la transposée d'une matrice réelle M de taille quelconque.

. Pour T rêel strictement positif, et n e N* on note ç([O,Tl,Rn) I'espace de Banach des fonctions
continues sur [0, l] à valeurs dans I'espace euclidien Rn, muni de la norme sup :

ll/ll- = sup{l/(r)1, r€ [0, r]], f e'€(0,Tl,R')

On notera également ll/11." la norme sup d'une fonction / : [0, T] - R' qui est seulement bornée.
. on note également Il([0, T],R') I'espace de Banach des applications mesurables / définies sur

[0, f] à un ensemble de mesure nulle près, à valeurs dans Rn et intégrables pour la mesure de

Lebesgue, c'est-à-dire, telles que "ff lf @Wt < +oo. Il est muni de la norme usuelle

T

ï lf @ldt

o Important : on rappelle que ç(l},Tl,Rn) est dense dans Il ([0, f], R'). Ce résultat pourra être
utilisé sans démonstration.

. On rappelle que I'exponentielle matricielle exp : M"(R) - Mn(R) est la limite de la série de fonc-
tions matricielles localement uniformément convergente

exp(M) = I
Mi
it' M e M"(R).

i=0

De plus, Metp(M = exp(MM, exp(0) = Inlamatrice identité, et exp(-Il) = exp(M-\. Ces ré-
sultats pourront être utilisés sans démonstration dans ce problème.

. On rappelle que pour une matrice A dans M" (R) fixée, I'application t € R - exp(t A) est de classe

'€r, avecpour dérivée

Vr€ R, 4expftn = Aexp(tA).
at

Ce résultat pourra être utilisé sans démonstration dans ce problème.
. Dans toute la suite, on fixe k et n des entiers naturels strictement positifs, ainsi que des matrices

A dans MnG) et B dans Mn,r(R). On choisit également un réel strictement positif T et:un point
initial xe dans Rn.

il ï,Lt



On dit qu'une fonction continue x e'€ (10, fl, R') est une solution du système de contrôle linéaire

( *G) = Ax(t) + Bu(t),{ ' (1)

Ix(0) = x6

si, pour tout f dans [0,I],

x(t) - ,o* [' @*(s) + Bu(s))ds . Q)
Jo

Le but de ce problème est d'étudier certains comportements possibles de cette solution en fonction du
choix du contrôle u dans 11([0, r], Rk).

I : Existence et unicité des solutions

B.1. Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théorème de Cauchy-Lipschitz au problème (l) ?

8.2. Soit / € 11([0, f],R'), et g: [0, I] - R' définie par

s(t)= [' frrror= [' \o,n(s)/(s)ds, teIo,T],
Jo JO

où 11 1s, rt vaut I sur [0, f] et 0 en dehors de [0, f] .

Montrer que g est continue.

8.3. (Iæmme de Grônwall) Soient M et K deux réels positifs et râ : [0, I] * R+ une fonction continue
positive tels que

Vt€ [0,I], QG)=M+K ['rrrrrilr.
to

Montrer que
Vr e [0, T], (r(t) < MetK .

8.4. En déduire que pour tout contrôle u dans Il([0, ?],Rk), si (1) admet une solution sur [0,I], alors

cette solution est unique.

B.5. Dans cette question, on fixe un contrôle u que I'on suppose dans ?([0, ?], Rk). En considérant la

fonction
x(t) = e' A h(t), t e [0, T],

avec h: [0, T] - Rn une fonction dérivable, montrer que (1) admet bien une solution sur [0,I],
et en donner une expression en fonction de A,B,u et xs. On note xre€([0, T],R') cette unique
solution.

8.6. Pour tout (r, u) e'€ (l},fl, R') x 11 ([0, T], Rk), et / e [0, ?], on définit

F(x, u)(t) = x(t) - xs - [' 6*{r) + Bu(s))ds, t € lo,Tl.
Jo

(a) Montrer que F(x, a)(/) est bien définie pour tous x e'€(lO,Tl,Rn), u e Lr([0,T],Rk), et tout
réel t e [0, T], puis que t H F(x,u)(t) est continue en t.

On note alors F(x, z) I'application f € [0, f] - F(x, u)(t) e Rn, de sorte que F est I'application

F : ç(lo,T),Rn) x Il ([0, T], Rft) - €(lo,Tl, R')
(x'u) - F(x'u)

(b) Montrer que F est lipschitzienne, c'est-à-dire qu'il existe K > 0 telle que pour tout (x, z) et tout
(y, u) dans g(l0,Tl,Rn) x rt([0, r],Rk) on ait

llF(x,u) - F(y, z) ll- < K(lltr - /ll* + llu- ully,) .



8.7. (a)

(b)

(c)

Trouver une application @: Il([0,?],Rk) -'€(l},fl,Rn) telle que les deux conditions sui-
vantes soient satisfaites :

i. pour tout contrôle a dans ?([0, T],Rt), @(u) = xu\, c'est-à-dire que la fonction (D(u) :

[0, f] - Rn est l'unique solution de (1),

ii. <D est continue.

Indication : on pourra utiliser la question 8.5.

Montrer qu'alors F(Q(u),u) = O pour tout contrôle u, d'abord dans ?([0,ll,Rk), puis dans
rl([0, T],Rk).

En déduire que pour tout contrôle z dans I1([0,T],Rk), (1) admet une unique solution sur

[0, Z], et exprimer cette solution en fonctio n de A, B, u et xs. On note xu e € (10, Tl, Rn) cette
unique solution.

II : Ensemble accessible

On définit maintenant, pour t dans [0, T], l'ensemble des points accessibles en temps t de (1) par

Acc(/) 2= | xuft) | a e Il ([0, I], Re), xr(.) solution de (1) pour le contrôle u ].

Il s'agit de I'ensemble des points x1 tels qu'il existe un contrôle u pour lequel la solution de (l) emmène
le point initial.16 €n.r1 en temps t.

B.B. Ondéfinitl'application V:LL([0,f],Rk) *Rn tellequepourtout ue Il([0,T],Rk)

8.9.

8.10.

8.11.

8.t2.

Y(u) = exp(TA) [' "*r-ro)Bu(t)dt.Jo

(a) Montrer que Y est une application linéaire.

(b) Montrer que Acc(I ro) = Rn si et seulement si !z est surjective.

On suppose ici que Y n'est pas surjective.

(a) Montrer qu'il existe u dans Rn qui est non nul et orthogonal à Im(P).
On fixe un tel l,l pour le reste de la question 8.9.

(b) En déduire que pour tout t e [0, I], tu exp(tA)B = 0.

(c) Montrer qu'alors, tuB = tuAB = ... = tuA'-l B = 0.

Supposons réciproquement qu'il existe u dans Rn, un vecteur non nul tel que tuB = tuAB 
= ... =

tuAr-rB =0.
(a) Montrer que pour tout polynôme P à coefficients réels, tuP(A)B 

= 0.

(b) En déduire que pour tout r dans [0, T], tu exp(tA)B = 0.

(c) Montrer que V n est pas surjective.

EndéduirequeAcc(?) = Ru sietseulementsilamatriceblocC= (8,A8,... ,6n-t3l dansMr,rp(R)
est de rang n.

Supposons que le rang de C vérifle rg(C) = n. Donner, sans preuve, les ensembles Acc(f), pour
tout r el0, Tl.
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