- RAPPORT SUR L’EPREUVE DE PROBABILITES -

La loi forte des grands nombres et le théoréme de la limite centrale enseignés dans
les Maitrises de Mathématiques sont établis pour des sommes de vecteurs aléatoires
indépendants, identiquement distribués. Dans ce probléme, on remplace les vecteurs
aléatoires par des éléments aléatoires X,,n > 1, du groupe G des déplacements du
plan, I’addition par la loi de composition de G et ’on s’intéresse 2 la suite (Sn)n>1,
Sp = X, --- X1(0), des images de 0 par les composés & gauche successifs. Les quatre
premieres parties montrent que la suite (S,)n>1 satisfait & la loi forte des grands
nombres et au théoreme de la limite centrale, dans la cinquieme, on prouve une
propriété de récurrence de (Sn)n>1.

Un intermédiaire commode pour I'étude de (S,),>1 est la suite (Zn)n>1, Zn =
Xy ---Xn(0), des images de 0 par les composés & droite, en effet les Z, sont les
sommes partielles associées a une suite de vecteurs aléatoires bi-dimensionnels, ces
vecteurs ne sont ni indépendants, ni équidistribués mais leur dépendance s’exprime
a l'aide d’une relation algébrique simple, de sorte que, si la théorie classique ne
s’applique pas directement, il est possible d’en adapter les méthodes.

Ainsi, grace a l'indépendance apparaissant en ( C-2.a ), la preuve de la loi forte
des grands nombres ( C ) suit fidelement les étapes de la démonstration usuelle basée
sur une inégalité maximale, elle nécessite un calcul de moments du second ordre qui
fait 'objet de la question ( B-1 ).

La démonstration du théoréme de la limite centrale ( D ) fait appel & une tech-
nique plus originale mise en oeuvre par B. Roynette (cf [*]). Sous I’hypothese
d’adaptation, la propriété d’équirépartition établie en ( A-3 ), son corollaire ( B-2 )
et I'inégalité ( D-3.b ) permettent de mettre en évidence un comportement semblable
a celui d’une somme de vecteurs aléatoires indépendants & condition de regrouper les
termes en blocs de taille suffisamment grande. Le résultat obtenu est remarquable
par le fait que, & la différence du cas usuel, la convergence vers la loi normale ne
nécessite, finalement, aucune hypothese de centrage.

Le nombre de points de la suite (S,),>1 contenus dans un voisinage de 0 est une
variable aléatoire, dans la derniére partie ( E ), suivant P. Crepel (cf [*]), on utilise le
théoreme de la limite centrale précédemment établi pour montrer que cette variable
aléatoire & une espérance infinie ( on peut en fait établir qu’elle est p.s. infinie).

Référence: [*] Y. Guivarc’h, M. Keane, B. Roynette. Marches aléatoires sur les
groupes de Lie. Lecture Notes in Mathematics, no 624.

Comme signalé dans l’avertissement, les différentes parties du probléme sont
assez largement indépendantes et ne font appel, dans leurs premieres questions, qu’a
des connaissances et des techniques qui devraient étre familieres & un étudiant ayant
suivi en Maitrise un enseignement de Probabilités. On ne peut que déplorer que
de nombreux candidats n’aient qu’une connaissance approximative des notions de
base de la théorie telles que indépendance de variables aléatoires, conditionnement,
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conditions de régularité d’une fonction caractéristique. On trouvera ci-dessous un
corrigé résumé accompagné de quelques commentajres concernant les erreurs le plus
fréquemment commises. ‘

Corrigé
-A -

1 - D’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass, pour f€Cet e> 0, il existe P,
n
P(s)= 3" are®™ tel que J(P—f)<eet'on peut écrire

f=—n

,/j@%—/fﬂdS/U—PWM+W/P@n-/P¢¢+/U*PWﬂ

<2+ [/Pd,un ——/Pd,u[.

Si (a) est vérifié, il en résulte que limsup {/fd,un - /fdp{ < 2¢, de ’arbitraire de

¢ on conclut que (a) implique (b). L’implication inverse est immédiate.

Commentaire : Une fonction continue ne peut en général s’écrire comme somme
de sa série de Fourier. Pour une fonction ayant un développement en série de
Fourier normalement convergeant, par ezemple yne fonction de classe C, Uimplica- .

2 - Puisque 1 — cos(27rs) > 0, on a J(1 - cos(277s))du(s) = 0 si et seulement
sil-— cos(27rs) = 0 o ppi,orH,={s:seT1— cos(2msr) = 0}.

3 - Soient pet v e P, utilisant la propriété d’homomorphisme de Pexponentielle
‘et le théoréme de Fubini, il vient, pour & ¢ Z, ixv(k) = 4(k)o(k) don

(k) = = S

Pour tout £, la(k) <1 si, de plus, 4 est adaptée, I'inégalité [1—a(k)| > Re(1 —
£(k)), montre que A(k) = 1 si et seulement sik=0.0Ona donc, pour £ £ 0,

o by < L= (AR 2
umm-nT:mr-J:ﬂﬁ
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de sorte que liﬁnﬁn(k) = 0, puisque, d’autre part, lirrln [2(0) = 1, PPon a, pour tout
ke Z,
liTILn fin (k) = m(k)

et I'on conclut, d’apres 1.

Commentaire : On ne peut affirmer que, pour k # 0, |i(k)] < 1, si, par ezemple,
p est la probabilité portée par Uirrationnel o, on a, pour tout k, j(k) = e*™** et
|ii(k)| = 1, cependant p est adaptée, le résultat s’applique et Ion retrouve le théoréme
d’équirépartition de Weyl.

4-Lesv.a. Oy,...,0; étant indépendantes de méme loi g, laloide OB - - H O,
est p** et

Qo) = QM) + 3 [ QUole)e. o) (5)),
appliquant 3. a la fonction de C définie par f(s) = Q(p(s)z, p(s)y), il vient
imQu(e,9) = [ QUols)a, pls)y)dm(s) = e, v)-

Q(z,y) est une forme bilinéaire symétrique sur IR? telle que, pour z € R* et t € T,

Qet)z, p(t)) = [ Qols & ), p(s & t)z)dm(s) = Qa, ),
donc, pour z € IR?, Q(z,z) = ||z]|2Q(e1, &1) avec
Qley,e1) = /(qu cos?(27s)+2¢12 sin(27s) cos(27s)+gze sin®(27s))dm(s) = -;—(qn-l-qu).

Finalement _Q-(x, y) = %(qn + g2 ){z,v).
-B-

1.a - Soit A € Fy, il existe un borélien B de G* tel que A = [(X;,...,X,) €
B], désignant par Py, la loi de la v.a. X;, on a, d’apres l'indépendance des v.a.
X1,...,X41 et le théoreme de Fubini

E[lAf(Xl, . "1Xn+l)] = E[]-B(Xla . 'aXn)f(Xla"')Xn'H)]
= [18(01, -, 9)dPg, (01) -+ dPr,(92) [ F(91, -, 0m, 9ns2) P, (9m41)

= /13(91, 3 9:)E[f (g1, - 7gm)~(n+1)]dPX1(gl) ) "dP)'(ﬂ(gn) = E[1A¢(X1, e >Xn)]>

il suffit pour conclure de noter que ¢(Xj,...,X,) est Fn-mesurable.
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Commentaire : Cette question a montré que les notions d’indépendance et de
conditionnement sont maql maitrisées. Les correcteurs ont récompensé les candidats
qui ont €noncé sans Jaute la définition de Uespérance conditionnelle. Pour arriver ¢
leurs fins, certains candidats n’ont pas craint d’affirmer, contre toute vraisemblance,
que (Xl,---,Xn) et f(Xl,---,Xn+1) sont des éléments aléatoires indépendants et
que le composé de (X, - . . , X)) et de ¢ est E[f(Xq,... s Xnt1)].

”Un_lf’,,” = ||¥,] donc Un_i¥, est de carré intégrable et les expressions con-
sidérées en 1-b et 1-¢ ci-dessous sont définies.

1.b - Seul le cas n > 2 est 3 envisagé. On écrit
EKUn—Iﬁnei” = E[E[(D'n_lf;”ei)lf -1]],
mais, d’apres a.,
E[(UnrYr, e)|Fry] = $(X1,..., X0 y) ps.

avec, pour g = (u;,y;),7 = IL...,n—1let g, =Upcc Uy,

$905- s 9n1) = E[{in_1 Y, )] = (E[Ya], 05 _1e) = 0.

1.c - Avec la convention Fo={0,0},
Cp,4,4,5) = E[E[(0, 1% e)(Upa ¥y, €)1 7,y
Sip<yg, (Up_lf/;,, e;) est F,_|-mesurable de sorte que
E[((}’p_lffp,e;)(Uq_I}Z,ej)]fq_lj = (Up-lffp,es)E[<l'fq-1ﬁ,ej>lfq-1} ps.,
comme il a été vu précédemment le second facteur est nul, d’ott C(p, g, 5, 7) = 0.

Lorsque p = ¢, lecas p=1 est immédiat, pour p > 2,

EKU -lffw ei)(ﬁp—lffm ej)u: —1] = ¢(91> <o ’gp—l)
oli, avec les notations de 1.b,,
#(915- -, 9p-1) = E[(Y,, i e (Y, 0t e)] = Qp(U_yei,%_e)),
la formule annoncée en découle:

Commentaire : Pey de candidats ont su faire usage de la formule de condition.
nement établie en 1-q pour le calcul des espérances en 1-b et I-c. Remarquer gue
les vecteurs aléatoires Up_1Y, et Us1Y; ne sont pas indépendants.
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2 - Puisque Y; est de carré intégrable, les résultats de la question précédente
s’appliquent avec h,(z) = z, les formes quadratiques @), sont alors notées (). D’apres
2-b, F [71;Zn] = 0, la matrice de covariance de 71;;Zn a donc pour terme générique

n

1 1 & 1 o
;E[(Zn’ei>(zn,e_y = -T_?, Zl C(p7 q,Z,j) - n ZE Q( 1827 p— 18_7)]
Pa=
les v.a. —6(U;),7 > 1, sont, comme les v.a. 8(U;),¢ > 1, indépendantes et adaptées
sur T et il vient, d’apres A.4.,

T, = 5(E((¥, 1)) + B, e = 5Bl Ple.

DO

3-Y2=Y,+a—U.a et E[Y?] = E[Y1] + (e — E[U1])a, il sera possible de
choisir a tel que E[Y;?] = 0 dés que la matrice (e — E[U4]) sera inversible. Supposons
'existence d’un z tel que ||z|| =1 et ¢ — E[U1]z = 0 alors

0 = (z — E[U}]z,z) =1 — E[{Uz,z)] = /(1 — cos(27s))dy(s),

puisque 1 — cos(2ms) > 0, ceci implique que 7 est portée par {0} ce qui est contraire
a 'hypothese, donc e — E[U,] est inversible.

Pourn>1,22=2Z,4+a—U;---Uya
Commentaire : La relation de conjugaison X2 = 17,X,7_, a €té ’objet de diverses
interprétations erronnées.

-C -

l.a - Lav.a. Z,, est bornée donc de carré intégrable

~

ZE( Z Z ——E Un-1Yn, €} (U1 ¥im, )],

i=1m n’-p+1

d’apres B-1.c, Y; étant centrée les termes de cette somme sont nuls si m # n, d’o

2 q 1 . . q q
e =2 2 —E[UnaYee)]= 3 ;E[HU MALEIDY ;;E{HY 1]
1=1n=p+41 n=p+1 n=p+1

1.b - Calculant dans IR U {400} ol les interversions de sommations sont licites,
il vient

Z — B[V 1ympcnl = Z ZE Y1l 1< mai<i]

n>l n>1
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e S B T S P s 7 o 3

= kZ BVl s aqrpen] 3 n_12 < g %E[”Yl”21[16—1<HY1HS’=]]

>1 n>k

<22 Bl p-rqpapen] = 2B )] < +oo.

Commentaire : Les interversions de sommations doivent étre Justifiées.

1.c - Puisque (f/n,e,-) = (Y, e;) — E[(Y,,e:)], on a
2 2 _
EIY2IPT = 3" BUY,, e)?) > 2 B[V, )] = E[|1Y, ],
=1 =1 . .
les v.a. Y, étant de méme loi, la convergence établie en 1.b. implique celle de 15

1 ~ -

série de terme général = E[[Y,])?] et o) = > —IQ-E[”Y;H?] qui tend vers 0 en
n npa1 ™

décroissant.

_2.a- Pour1 < p<k<g,ona Zp,q = Zp,k-i—Zﬁk,q,’utilisant P'inégalité triangulaire
”Zp,q” Z ”Zp,k“ b “Zk,q” ﬂ Vient

T=Hn{lZyll < d c[rT=kn 1 Zpqll > €.
Avec des conventions naturelles, on a
1Ziall =00 +-0) 3 200 < > LUt
n=k+1 n=k+1

de sorte que la v.a. ]{Zk,p” est mesurable par rapport a la tribu engendrée par
(Xkt1, ... yXg), donc indépendante de événement [T = k] qui appartient 3 la triby
engendrée par (X, ... ; X). On a

P(T.= E)P([1 24l < o) = P(T = KN {24l < ) < PAT = M0 (12,4 > o)),

Puis, par sommation sur k,

kil P(T = /C])P([”qu” <€)< P(T < +oo] N [”Zp,q” >€]) < p([”Z#;” > q),

mais, pour k = p, . . . »¢, 'inégalité de Markov montre que

PUIZil 2 ) < 502l < Lor < Loz

dot ( i P(T = k])) (1 —U—;) g:—f soit

=p+1
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Commentaire : Le point clé est ici l'indépendance de [T = k] et de 1 Zeql,
remarquer que [T = k] et Z"'k,q ne sont pas indépendants.

2.b - Si (u,) n’est pas de Cauchy, il existe € > 0 tel que, pour tout p, il existe g,
q 2> p, avec ||up — ug|| > €/2, donc, si (€x)r>1 est une suite de R, tendant vers 0, le
sous-ensemble N des w € Q pour lesquels la série ne converge pas sécrit N = | ] Ny

k>1
ot Ny = (YUl Z,.ll > ex)-
P q>p
Par passage a la réunion croissante et 2.a.
40’3
P(U “qull>ek])~hmP([ma,X{|[qu|l k=p+1,. ,Q}>5k])§ 7 A2’
92p € — 40,
oo . - . 4oy .
il vient P(Ni) <inf P(|J[||Zp,ll > €]) = lim——2— =0, d’ot P(N)=0.
P r € — 4o,

q2p

Commentaire : Rappelons que la convergence en probabilité n’implique pas la
convergence p.s.

3.a - D apres le résultat rappele au début de cette part;e,
limp.s. -T—l-ZUk 1Ye = 0, mais ||— ZUk EX £ = ZHE Y| et hmE[Y}c] =

k=1 kl kl

limE[Yllmyl”Sk]] = E[Y1] = 0 montrent que liyxlnp.s.;EUk_lE[Yz] = 0, dou
) k=1

hmps—-ZUk 1Y, =0.

n
3.b-0Ona
P([Y; # Y.)) = P([IYall > n]) = P([IN1]] > n]) = ,; P([k <Nl <k +1]),
par sommation sur n dans IR, U {+oo}, .

; P(Ya # Y]) = kZ kP([k < || <k +1]) < E[|Ya]l] < +oo,

d’ou, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, P(Iirr% inflY, =Y,])=1.
Si w € liminf[Y] = Y;], les suites (Yn(w))n (Y’( ))n coincident & partir d’un

certain rang, par conséquent lirn Z U1 Y (w Z Ui_1Y:(w)) = 0, finalement

limp.s.-l—Zn = 0.
n n
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Commentaire : La condition P(liminf, [V’ = Y.]) =1 ne signifie pas qu’il existe
no tel que, pour n > no, Y, =Y, p.s.

4 - Introduisons les v.a. X? définies en B.l3.a, onaz,=2°+aqy— Uy - Uay,

* comme [[ag — U - - - Unaol| < 2|ao|| et que li’ll'np.s.%Z,? =0, il vient lirrbnp.s.-?;Z,l = 0.
(Un"'Ul)*an — (Un"‘Ul)*(Un"'Ul$+Sn) =z4 (Un"'UI)*Sn,
ne - Un)* S = Uy -+ Uz_ (U2Y,) + Ul ViU Yaa) + - + U Y,

il s’agit de la seconde composante Z%° du produit RY associé 4 la suite de v.a. de
G X2 = (Ur, UrYa), n > 1, ces v.a. satisfont aux mémes hypothéses que les v.a.

1 1
Xo, 3. montre que limp.s.||=(U,--- U1)*Laz| =0 donc limp.s.;an =0.
n n n

-D-

1 . s,
l.a- WZIC a un moment d’ordre 2, sa fonction caractéristique est donc de classe

C? et ses dérivées partielles jusqu’a I’ordre 2 en sont données, pour r,s =1,2, par
1 1 1 —

D, 44(0) = iE((—= 2y e, =0, D2 4:(0) = —E Trloe =2k, )] = —(Cy),s,
¢«(0) l[(\/zke)] ¢x(0) [(\/-]51:5’)(\/];1; )=~(C)

il suffit alors d’écrire 1a formule de Taylor & Pordre 2 en 0.

Commentaire : Relire le chapitre du cours concernant g dérivabilité d’une fone-
tion caractéristique.

1.b - Puisque ¢x(0) = 1, que ¢ est continue et que lim,, \,, = 0, on peut en
désignant par log la détermination principale du logarithme complexe dans C \R_

écrire, pour z fixé et m assez grand, ¢¢(A,,z) = exp log ¢ (M) et, en utilisant le
développement limité & I'ordre 1 de log(1 + 2) au voisinage de 0,

(¢k(/\m$))em = exp 4, log ¢k(/\m$) = exp [m{_'Ql'@k(/\mx) + /\3”“:13”2611(/\"127)}

1 —
= (3N @ule) 2l ()} o fim h(e) = 0,
on conclut que Lm(g(Anz))m = exp(-%@k(z)).
Commentaire : ]I s’agit, comme dans le théoréme de la limite centrale stan-

dart, de l’étude d’une forme indéterminée 1 4 valeurs complezes, Putilisation du
logarithme requiert un minimum de précautions.
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2 - Désignons par F, la tribu engendrée par (Xi,---,X,)
Zpta=Zp=(Ur- - Up)(Yor1 + -+ + Upp1 - - Uppg-1Yog) = (U1 - Up) Zp ey

ol Zpp4q est une v.a. indépendante de F, de méme loi que Z,, en appliquant B.1,
il vient

Elexp i(z, Zptq— Zp)’fp] = Elexpi{(Uy--- U;)'z, Zp,p+q)!~7:p] = Ql’q(\/‘}(Ul T Up)*z)

d’ou
$p+e(Vq+p z) = E[Elexpi(z, Zpiqg) | Fpll
= E[eXPi<$7 Zp)E[eXPi(E’ Zpyg — Zp>|~7rp” = Elexp i(z, Zp)ﬁﬁq(\/‘i(Ul T Up)*)]-

Commentaire : Ici, comme en B-1-b et B-1-c, le conditionnement est un outil
commode pour le calcul de I’espérance.

3.a - Pour v € SO(2) et z € IR?,||vz| = ||z|| donc d’aprés 1.a.

$k(z) — ¢e(vz) = %[@k(m) = o*[lvz]|*) = (Qu(z) = *||z[*)] + [l|*(ek(z) — eh(va)),
utilisant 'inégalité de Schwarz, on a
[Qk(vz) — o?|lvz|*| = |{(e — oPe)va, va)| < pifla]?,
d’ou
|6(2) = ¢e(v2)] < (pi + [lex(2)] + sup{lep(va)] : v € SO(2)}]) ||z,
le crochet définit une fonction € ayant la propriété requise.

3.b - L’inégalité est immédiate pour n = 1. Supposons la correcte 3 1’ordre n et
établissons la & 'ordre n + 1.

Utilisant 2. avec p = kn, ¢ = k et en substituant 71;;3 az,ona

T

Sy (VR +1 7) — (i(2))" " = E{expi(\/l?znk)mﬁ ﬁé‘n%)] = (fe(z))"*

= Elexp i(%, Zu) ($1(Upa) = $1(2)] + [dms (/7 @) — (64(2))"](2),
puisque les exponentielles sont de module 1, on en déduit

|Pean) (VR +1 2) = (¢6(2))"] < Ell6r(Unz) — ¢x(2)]] + [$nr(v7 ) — (81(2))"],

on conclut grace a 3.a et & ’hypothése de récurrence.
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4 - Utilisant de nouveau 2. avec p=kn,q=r et en substituant -\7;,11—1:;:2: az,on
a .

Prntr() — ¢kn( = Gy (Vkn + 1

\/’T_H) - ¢kn(\/k_n—\/[?n+‘r)
my kn)¢r(\/;[7;nm)] - E[exp Z(M’ Zkﬂ)]

= Elexpi(

. T =
= Elexpi{———, Z,.)(4.( —Uf,,.7) ~ 1)],
Vkn +r kn+r

d’ott

[$kntr(2) — ¢kn(

w)! < sup{!sér(

\/ kn+r

de la continuité & 1’ origine des fonctions Gry T =

—1]:v € 50(2)}

<u o]

—_—

Jn et ’assertion résulte
Lk —1.

mais, pour v € SO(2) et r = 0,...,k—1, I

5.a - Ecrivons m = kn+r,0<r< k,

(@) - e><p<-§§k(z>>1 < In(z) - mn(\/ =)
kn

e R GG el [+ 1(8:(4/ £ o) *exp(——Qk(x))l

d’aprés 3.b le terme central du second membre est majoré par

+l¢kn(

(n =) (pr + &

el

lorsque m — +00 les valeurs correspondantes de n et r sont notdes
n(m) — 400 tandis

n(m) et r(m),
que 0 < r(m) < k, utilisant 4 et L.b avec ¢,,
k
/:

=n(m) et A, =

. 1 ,
m, on conclut que hmmsup |6m(z) — exp(—EQk(x))[ < pellz]?

5b-0na successivement

6 (2)=exp(~ L e]?) < o (&) —esp(= 5Tl Hexp( 1T, ) exp -2 o),

lim sup () = exp(~ 2 2] < pufof? 4 |

eXP(--Qk(x)) - eXP(**Ul‘H )l
puisque, d’apres B.2, Iiin Pr =

= 0 par passage 3 la limite en k, il vient

im ¢,,(z) = exp(—%llwllz)

84



et (TZ In>1 converge en loi vers une v.a. N gaussxenne centrée de IR* de matrice
de covariance o?e.

6 - Le résultat ci-dessus s’applique a la suite (:}:Zg)nZI définie en B.3.b, mais,
avec les notations de cette question, on a

0

\/_ \/_Z \/_( -+ Unao — ag)

de T'inégalité ”T(Ul -Upa — a)|| < 72-||an il résulte que le second membre

converge vers 0 en probabilité et donc que les suites (7-Z Jn>1 €t (7- 0)n>1 ont
méme limite en loi.

Les v.a. S, et Z, ont méme loi donc (717-15,1)”21 converge en loi vers N ; puisque

(-\};Un -+ Uz),>1 converge en probabilité vers 0, on conclut a I'aide de la relation

1 1 1
—Lr=—U ---U —S,
N n® \/EU“ 1w+\/ﬁs

que (JzLnT)nz1 converge en loi vers N.
-F-

1 - Un passage en coordonnées polaires permet d’écrire

k 1 ! 2
= = —— d
Pl RN € BJ) /{a: : Jlell<ey/Z} 20 exp( 202”3:“ Jdz
“E1 _»2 € n

= -0—26_% rdr=1-— exp(—izﬁ—];).

1 e 1 .

La fonction positive fc(t) = (1 —exp(—F;)) est continue sur ]0, 1] et se prolonge
€ o

par continuité & 0, la suite de ses sommes de Rieman sur [0, 1} est donc convergente

et
Trtnn—l—-i fNEB —hm—Zfe /fe = af(e),

1
d’apres le lemme de Fatou, hm inf a(e) > hmmf fe(t)dt = / Ldt = 4o0.
-0 0o 20%t

Commentaire : Formes erronnées de la densité gaussienne.

2.a Soit r tel que g(z) =0 pour ||z|| > r,si set t € [c,1]

192 — gelloo = sup{lg(v/s 2 —g(Vt )| 1 2 € R?,|Jz|| < —= \f
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de sorte que, d’aprés la continuité uniforme de g, I’application s — gs est continue
du compact [c,1] dans CK(R?), K est donc compact.

2.b - Définissons les formes lindaires ¥n sur CK(IR?) par

$alf) = E{f(%Zn)] — E[f(V)],

nous avons établi en - D - que ces formes linéaires convergent simplement vers 0,
comme elles sont de normes < 2 donc équicontinues, elles convergent uniformément
sur le compact K.

Soit ¢,0 < ¢ < 1, notant [nc] la partie entiere de nc, on a

[ne] n
b= (Tt 3 alon)
k=1 k=[nc]+1
S 20 2l + 20— ) sup (0] £ € e, 1)

d’olt limsup d,, < 2¢||g||oo de larbitraire de c, il vient lim supd, =0 = limd,,.

3 - Soit g € CK(IR?) telle que g, <g<1p,ona

1

ne2

n 1 1 &
E[]; 135(\7;&)} > n—GZkZIE[gk/n(N)}

_f_i i(E{gk/n(\/‘lk:Zk)] - E[gk/n(N)D |

TLE2 k=1
1 & [k 1
> — 1 — - =
= el gE[ Bs/2( nN)] 62dn7
Pon conclut d’aprés 2.b. et 1.

4.a - Soit F la tribu engendrée par (Xi,...,X}), en notant que [T =k] e Fy
et, en faisant usage de B.1, il vient, pour n > k&

Ellr=yla(9Ra)] = Ellig_nE[14(gR,)|Fy]] = Ellgepgn(Xy,..., X})]
ou ¢, est la fonction sur G* définie par ] |
n(91- - 9) = E[La(gg1 -+ gp Xpys - Xn)l = Ella(ggr - g Xy - - X)),
En utilisant les facilités de calcul dans R, U {+o0}, 0n a

291,y 08) = V(ggy - - Gk, A),
n>k
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Ellir=y 3 1a(9Rx)] = 2 Ellg=nla(gR.)]

n>1 n>k

= Ellir=g 2 ¢n(X15- -, Xi)] = EQlr=x)V (gRs, A)].

n>1

V(g,A) = E[l[T<+oo] Z 1A(9Rn)] = ZEll[T=k] E 1A(an)]

n>0 k>0 n>0

= 3 BllgrgV(Bis A)) € X Bll oy sup{V(h, 4) : h € 4)]

E>0 k>0

= P([T < +o0))sup{V(h, A) : h € A} <sup{V(h,A):h € A}l
4.b - D’apres a.

H(B(z,7)) = V((e,0), B'(z,7)) < sup{V (u,9), B'(z,7)) : (w,y) € B'(z,7)};

or, si (u,y) € B'(z,r) et si g = (v,2) € G est tel que (v, y)(v, z) = (uv,y +uz) €
B'(w rYonaly—z|| <ret|y+uz—z|| <rdonclz < 2retge€ B, de
sorte que, pour (u,y) € B'(z,7), P([(u,y)R. € B'(z,7)]) < P([R. € B;,]) d’ou
H(B(z,r)) < H(Bs).

Il existe k € IN,k < (2a + 3)%, et z; € R?i=1,...,k, tels que

B, C OB(:I:,—,T) d’ou H(B,) < Zk:H(B(a:i,’r)) < (2a+3)*H(B,,) < 250°H(Ba,).

=1 =1
4.c -

E[> 15,(L:0)] = X E[1,(S:)] = D_ Ell.(Za)] = H(B,)-

n>0 n2>0 n2>0

2 .
Or, pour € et n tels que a = —"\rﬁ > 1, on a successivement

1
H(B,) 2 5= H(Burpa) 2 Z 1B,/ (Z4)]

T2 n

E[g: 154,,2¢;(—1\/‘7—;Zk)];m}3[2 Bs(\/— 8)l;

H(B,) > hm Hm 100 - ED> lB‘(71_r;Zk)] =

k=1
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