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PROBABILITES ET STATISTIQUES

Le but du problcme est de mettre en évidence certain

> S comportements asympto
images d’un vecteur de R? o motaues de fa suie des

par une succession de déplacements au hasard indépendants.

Avertissement.

A.l., A2., A.3. utilisent des notations et des définitions spécifiques et peuvent étre abordées avant la
lecture du préambule. B.1., B.3., C sont indépendantes de A. C n'intervient pas dans la résolution des
questions ultérieures. .

PREAMBULE

L’espace vectoriel R? est identifié a sa représentation par des matrices colonnes dans la base canonique
(e,, ey}, il est muni de sa structure cuclidienne canonique, le produit scalaire et la norme étant notés (-, )
et .|

On appelle SO (2) le groupe multiplicatif des matrices de rotations de R? et e son élément neutre,
matrice identité de R2. Si u, v € SO2) ¢t y € R?, wv, uy, u* désignent rcspeuiv«.mem les produits
matricicls de « par v, de u par y etlatransposéede u. La bl]ecnon de |0, 1] sur SO(2) qui,a s € |() 1,
associe la rotation d’angle 2rts estnotée p etl'onpose 6 = p™!.

G est le groupe obtenu en munissant SO(2) X R? du produit :
(u, y) (v, 2) = (uv, y + uz),
il s’identifie au groupe des déplacements de R? par la formule :
x € R?, (u, y) € G, (1, y)x = ux + y.

Soit (€2, #, P) unespace de probabilité et E l'opérateur d’espérance associé.

L’expression : variable aléatoire définie sur (R, #, P) avaleurs dans H, sera abrégée en:v.a. de H.

Si M, est I'espace des matrices a coefficients réels a 2 lignes et d colonnes, d = 1 ou 2, une v.a. de M,
est unc fonction Z de Q dans M, dont les applications composantes Z; ;, 1 € i € 2,1 € j < d, sont
des v.a. réelles. Z est dite intégrable (resp. de carré intégrable) siles va. Z, ; sont intégrables (resp. de carrés
intégrables). Lorsque Z est intégrable, E|Z] est I'élément de M, dont les coefficients sont E[Z, ;. On remar-
quera que, si Y estune v.a. intégrable de R? et si x € R?,

E[{x, Y)| = (x, E[Y]). "

Une v.a. de G est la donnée d’un couple (U, Y) oii Y est une va.de R? et U une va.de SO(2),
c'est-a-dirc une v.a. d&¢ M, avaleurs dans SO(2). »

Si X,, X, sontdesv.a.de G, U,, U, desv.a.de SO(2) et Y uneva.de R?, lesva. X, X, de G, U]
et U, U, de SO(2), X,Y et U, Y de R? sont définies par :

X, X, (w) = X, (w)X;{w), Ul{w) = U(w), U, U (w) = U(w)U,(w),
X, Y(w) = X,(w)Y{w), U Y(w) = U(w)Y(w).
Dans ce qui suit, X, = (U,, Y,), n € N', désignent les termes d’une suite de v.a. de G, indépen-

dantes et de méme loi; l'objet de I'étude est la suite (L,,x),, >oou x € R et (L,),,, estlasuitedeva.deG
d¢finie par : .

o= (e, 0) et, poura 21, L,=X,L

n=1-
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La seconde composante de L, soit S, cst donnce par les formules

So=0 e, pour n21, S,= Y U, Y,

k=1

owU,,.,=¢€ e,pour, | €Il<n U,,=U,,, U, soitencore:
S, =Y, +UY,_,+ . +U,.UY,.

11 est utile, pour l'étude de (S,), > 4, d'introduire la suvite (Z,),, , de v.aa. de R?, seconde composante
de lasuite (R,), 5 o dev.a.de G définie par:

R,=(e0) e, pournz1l1l, R,=R,_ X,
dont les termes se calculent par les formules :
n -
Z,=0 e, pour n21, Z,= % U_ Y,
K="
ou U, = e et pourl 1 </, 0, = U,_ ,U,, soitencore:
Z,=Y +UY,+ .. +U.U,._\Y,.
La résolution de certaines questions fera intervenir la propriété d’adaptation, définie dans le préliminaire
A, dc la probabilité y sur [0, 1], loi de la v.a. 0(U,). Il sera towjours supposé que y({0}) < 1 et que
P(Y, = 0]) < L.
On rappelle la convention inf ¥ =+ © et les notations : 1, pour la fonction indicatrice de
Pensemble A, [X € B pour I'image réciproque de B par X, lim p.s. pour la limite presque sire.

A

Ce préliminaire nécessite de nouvelles définitions et notations.
On rappelle T le groupe obtenu en munissant [0, I| de 'addition modulo 1, notée @ ; pour r € N*,
, 1
H, estle sous-groupe de T engendré par e

% désigne I'espace vectoriel des restrictions a T des fonctions continues de période 1 sur R et J la
. IS
norme de la convergence uniforme sur T des éléments de ¢°.

7 estlatribu trace sur T de la tribu boréliennc de R et m la restriction 3 7~ de la mesure de Lebesgue
sur R. L’ensemble des probabilités sur (T, .77) estnoté 2.,

Si p, v € 2, leur produit de convolution cst u * v € £, défini par:
AET, pxv(A)=[l,(s® 1)du(s)dv(s);

pour / € N', u*' désigne le produit de convolution de / termes égaux a p; P'on conviendra que p** est la
probabilité portée par {0}.

Les cocfficients de Fourier de p € &2 sont les complexes i (k), k € Z, définis par:
H(k) = Jer™*du(s).
On diraque p. € & est adaptée si, pourtout r € N°, n(H,) < 1.

1. Soit p € £ et (u,), >, unesuitede &, prouver 'équivalence des assertions suivantes :
a. pourtout k € Z, lim §i,{k) = i(k);
b. pourtout f € @, lim [ fdp, = [fdp.
2. Montrer que pour que p € # soit adaptée il faut et il suffit que, pour tout k € Z°,
JI = cos (2mks))dp(s) > 0,

1 n=1 .
3. Onpose: w, = — 2 u Y

n ey

. . . i du, = [fdm.
montrer que, si p est adaptée, on a, pour tout f € €, ",'," [fdw, = [f

Tournez la page S.V.P.
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4. Soit (©,),, , une suite de v.a. de T indépendantes de loi p

) : adaptée et Q une forme bilinéaire symétrique sur
R* de matrice [qg; ;]

i,j= 1,2, MoNLrer que, pour tout x, y € R?, la suite de terme général :
n- i

Q.(x y = _,ll‘ {Q(x, y) + AZ ElQ(p(©, +... + O)x,p(®, + ... + Oy}, n>2
(=1

converge et identifier sa limite Q(x, y).
B8

1. Soit, pour n > 1, h, une application mesurable de R? dansR?, onnote Y, = A,(Y,) et X, = (U,,Y,).

a. Montrer que, si f est une fonction numérique mesurable définie sur G”* ! telle que :

E[|f(X,,...X,e)|] < + o

et si 7, est la tribu engendrée par (X, , ..., X,), ona:
CERy e R X ) [ Z1] = 0(X). o X,) ps,
ou @ est définie pour (g, ..., g,) € G” telque E[|f(g,.... &, X,.1)|] < + « par:

q)(gl y ey gn) = E[f(gl yores 8us )-(n+ I)]

On suppose jusqu’a la fin de cette question que Y, est de carré intégrable et que E [?,,] = ().
b. Montrer que,pour i= 1,2 et n =1, E[{U,_,Y,, e)] =0.
¢. Onpose,pour pg €N, 1<p<gqg et ifj=1,2

C(P, ‘I» i’ j) = EK Up— I?pt ei> ( Uq- 1?(1y e})ly
prouver que, sip #q, C(p, ¢, i, /) = 0, tandis que :
C(I’, (17 i’ j) = E[QII(U,:‘ Ieiv U/:~ Iej)]v
. 2 . .

ou, pour x, y € R?, Q,(xy = Ex Y ) (Yl

2. On suppose Y, de carré intégrable, E |Y,] =0 et y adaptée, montrer que 1a matrice de covariance
— e . 5

de C, de /-I_;;Z,, converge vers a’¢, ol 0° = > E[IY, 1]

3. On suppose \}, intégrable mais non plus centrée; pour ¢ € R?, on note 1, la translation de R* définie par

t,(x}) = x + a etlonposc: . we
‘( ) p XTI =T, Xnt—u’ X‘I’l = (U"’ Y")’

a. Montrer qu'il existe a,, telque E[Y;] = 0.

b. (Z3),5 o étant définie a partir de (X3),5, comme (Z,),5, @ partir de (X,)u» 1 quelle relation existe-t-il
entreZ,etZ;,n =07

n

Cc

: : - 1
On rappelle que, si (u,),>, est une suite de R? telle que la série - Un converge, ona:

n> 1

, l
lim — (&' + ... +u,) =0,
N n .

On suppose Y, intégrable et, sauf dans la derniere question, E{Y,]=0.

On pose: Y'n = Yn lll‘(n“"l’ ?" = Y:' - ElY"'I
- - 4 1 . -
et,pourp €N, |1 < p<yg, Z,,=0,2,,= o Un-i Yo
n=p+1
: (7 |2 £ p< 2 3 1 Y 1|2
1. a Prouver que,si 3, = E[IZ, ], onapour 1 Sp<d 0} = 3 -SE[Y,1.
n=p

A SUIVRE
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b. Utiliser la partition de Q par les événements :

1 2 o 1
— < =’ k 2 1, pour établir que: ngl —n—z-E[llY,ll2 ]lIY,I<nl] < + o,

[Y, =0, (k=1 <Y, | <K, k> 1

etl'inégalité 3"
' sk N

c. On pose, pour p > 1, o = sup{ol,:q > p}, montrer que o} < + = et que (62),> tend
vers 0 en décroissant.

2. a. Soient €, p et q telsque € > 0, o2 < etet g > p, si:
T=inf{k:p < k <q,|Z,,l > 2},

montrer que: P(IZ, I > ) > 3 P(IT = k) P(Z, 0 < e])

k=p+ |
o2
ct en déduire que: P(lmax{Z, I :p < k < q} > 2e]) € = _,,02.
P
. 1 - -
b. Montrer que la série T —U,-, Y, converge ps.
as1 N

3. a. Montrer que :

. . 1
b. Montrer que P (liminf [Y, = Y,]) = 1 eten déduire que hlr'n ps. - z,=0.

. 1 . e
4. On ne suppose plus E [Y ] = 0, détermincr la limite p.s. de la suite (——" Z,,) n puis, en considérant
) n»

n?1

. 1 2
(Uu,l) Lnxv CC"C dc (7 Lux) y X € R- *

D

On suppose y adaptée, Y, de carré intégrable et, sauf dans la derniére question, E [Y,} = 0. -

. i 1 I
La fonction caractéristique @, de ‘/—_ Z, est définie sur R? par:
n .

@,(x) = E|exp i, /%Zn))]:

C, et o? étant définis comme en B.2, on désigne par Q, la forme quadratique de matrice C,
etl'on pose : : '

e = sup {I(C, — o2e)x|: x € R, x| = 1}.
Jusqu’en 5.a., k est un entier strictement positif fixé.

_ . b i 1 =
1. a. Montrer que : @, (x) Q,(x) + IxI? ek(x) ou J'fr}, ei(x) =0,

=1 -

1
2

Tournez la page S.V.P.
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b. Soient (! : sui S ST = .
n ( m)m) | une sutte de N telle que ll,l".n lm + o et (X",)m>l une suite de R+ telle que

i 2 = Ste 1 imi PYSTH I
lim A7, 4, = 1, déterminer la limite de la suite ([®, A X)) sy

2. Prouverque,pour p, ¢ € N°, ona :

P, (VP +q x) = Elexp (i(x, Z,)) @,(/q U, x)].

3. a. Montrer qu'il existe une fonction g, définie sur R? telle que lin}) g (x) = 0 et,pourtout x € R?,
Py

- sup {[®(x) = @, (vx)|: vE SOQR)} € (py + £, (x) Ix|2.

b. Etablir (par récurrence sur n) I'inégalité, pourtout x € R2 et n = 1,

(@, (Y x) = (@ ()] € (0= D) pg + g (x) 2],

4. Montrer que, pour tout x € R?,

kn x)
kn+r

tr=90, ...,k—-11=0.

lim sup ¢ku+r(x) - q>I(n(

5. a. Prouver que:

lim sup |®,, (x) — exp ( - % 6k(x))

m

< pullxi.

1
b. Conclure que ( —=Z ,,) converge en loi et identifier sa limite.
/7 n3|

6. On ne suppose plus E[Y ] = 0.

1 : ) 1
Etudier la convergence en loi de (— Z, ) , puis celle de (-—- L x) , X € R?,
g V/? ! nzl p \/Tl " nz |l

E

On suppose y adaptée et Y, de carré intégrable. N désigne une variable gaussicnne centrée de R* de
matrice de covariance o’e.
Pour x € R?2 et r > 0, onpose:

B(x, r) = {y:y€ R, jx — y| <r}, B,=B(0, r),
B'(x, r) = SO(2) x B(x, r), B/ =S0(2) x B,.

N X .
lim x
1. Montrer que, pour tout €, € > 0, M '18212| P([ ‘/ . N € Be”

existe et que, cette limite étant notée a (), ona E“ln(. afe) = + .

A SUIVRE
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2. Soit CK (R?) I'espace des fonctions numériques continues a supports compacts sur R> muni de la norme
de la convergence uniforme notée || * |, . Pour g € CK (R?) et ¢+ > 0, onpose g,(x) = g(J/t x).

a. Montrer que,pour ¢, 0 < ¢ < 1, K = {g,: ¢ € [¢c, 1]} estuncompactde CK (R?).

b. Prouverque,pour ¢, 0 < ¢ < 1,

li:n sup“E[g,(\/—%Z,,H - E[g,(N)]I:tE[c,]]l =0,

puis que, si I'on pose :

limd, = 0.

3. Montrer que:

A 2 1 -
Jim lim inf ﬂezE[k§| IBG(J';TZ"H =+ ®,

4. On pose, pour g € G, A boréliende G et B borélien de R?,
V(g, A)=E[ ¥ 1.(gR)]ER, U{+ =}, H(B)=V(e0), SO(2) x B).
0

n
a. SiT=inf{n:n > 0, gR, € A}, montrerque, pour k € N,
E[‘[T:kl > lA(an)] = E[l{z-4 V(gRs, A)],
n?>»0
en déduire que, pour tout g € G,

V(g A) < sup{V(hA):hE A}

b. Prouver que,pourtoutr, r >0, et x € R?,
H(B(x, 7)) < H(B)
puisqu’il existe une constante C telle que, pourtout r et a,r>.0, a> 1,

H(B,) < Ca’H(B,,).
¢. Utiliser 3. pour conclure que, pourtout 7, r > 0,

E[ 5 1,,,(L"0)]= + o,

n30
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